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1 Introduzione 

In questa breve nota vogliamo presentare un interrogative che puo scaturire 
nella trattazione tradizionale della probabilita di un evento per unita di 
tempo. In modo particolare, I'attenzione e rivolta alia proprieta cumula- 
tiva che si applica quando si vuole stimare la probabilita di un evento su 
un esteso intervallo di tempo futuro, in relazione alia percezione soggettiva 
che chi vive questo intervallo di tempo ha di tale probabilita, istante per is- 
tante. Come caso di studio prenderemo in esame la probabilita di un evento 
in qualche modo "vicino" all'esperienza quotidiana di quasi ognuno di noi, 
cioe la probabilita di subire un incidente automobihstico per unita di tempo 
trascorso alia guida. 

Ad alcuni I'oggetto di questo articolo potra apparire come un'aspetto 
marginale del calcolo della probabilita, ad altri potra risultare come proble- 
ma inesistente, addirittura malposto o completamente errato, tuttavia esso 
e risultato essere lo spunto di interessanti riflessioni, alcune delle quali ci 
riconducono ai "vecchi" paradossi di Zenone sul moto. 

2 Probabilita di un incidente 



Sia p la probabilita di essere coinvolto in un incidente automobihstico per 
unita di tempo trascorso in viaggio (in tutto I'articolo I'unita di tempo con- 
siderata sara il secondo). Non e chiaro se questa probabilita sia mai stata 
stimata per la guida di automobili, ma dovrebbe essere disponibile per il 
trasporto aereo. II problema maggiore nel primo caso e che risulta oggettiva- 
mente difficile calcolare il tempo trascorso in auto da un singolo individuo, 
mentre risulta piu semplice registrare il tempo complessivo in volo per un 
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passeggero in tutta la sua vita. Una alternativa a p, che risulta materialmente 
calcolabile, e la probabilita di avere un incidente automobilistico per unita 
di cliilometri percorsi. In sostanza basta sommare il numero di cliilometri re- 
gistrati negli odometri di un campione di maccliine e dividerli per il numero 
totale di incidenti occorsi ai loro conducenti. 

In ogni caso, alio scopo del nostro articolo serve prendere in considerazio- 
ne p, anche se non siamo in grado di dire quanto valga numericamente, ed e 
questa che utilizzeremo d'ora in avanti. 

Supponiamo di conoscere un individuo A che per motivi di lavoro, ad 
esempio, dovra trascorrere in automobile, a partire dal tempo presente t = 0, 
un periodo di tempo pari a T. Allora, sappiamo gia che la sua probabilita 
di essere coinvolto in (almeno) un incidente automobilistico nell'intervallo di 
tempo [0; T] e 

Pp.^j = 1 - e-P^ (~ pT se vale pT < 1). (1) 

L'equazione ([1]) si deriva solitamente nel modo che segue. Se si considera 
un intervallo di tempo At G [0; T] opportunamente piccolo (sul significato di 
questo aggettivo torneremo piii avanti) si puo assumere che la probabilita Pa* 
di subire un incidente automobilistico nel tempo At sia direttamente pro- 
porzionale a At nel modo che segue 

PAt ^ pAt. (2) 

Nulla vieta di prendere At pari a un ennesimo di T, cioe At = T/N, 
dove e un numero intero grande a piacere (per cui vale ovviamente A^At = 
T). 

Ora, poiche la probabilita di non subire un incidente nell'intervallo At 
e 1 —pAt, la probabilia di non subire un incidente nell'intervallo [0; T] e pari 
a 

P[0;T] = (pAtr = (1 -pAt)^ = (l - (3) 

Nello scrivere la ([H]) si e fatta I'ulteriore assunzione che la probabilita 
di non subire un incidente al tempo (n + l)At sia indipendente dalla stessa 
probabilita al tempo precedente nAt, con 1 < n < A^, cosi come la non uscita 
di un numero nel lancio di un dado e indipendente dalla non uscita dello stesso 
numero nel lancio precedente (ipotesi di indipendenza degli eventi). Questo 
consente di scrivere P[o-t] come prodotto delle varie (1 — pAt), secondo la 
teoria classica della probabilita. 
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A questo punto, se facciamo tendere airinfinito secondo I'operazione 
matematica di limite, si ha che I'equazione Q tende notoriamente a e"^"^. 
Poiche P[o;T] = 1 — -P[0;T], si ha proprio che P[o-t] = 1 — e~'^'^. 

Si puo verificare, attraverso uno sviluppo in serie, come 1 — e~^^ sia ben 
approssimata da pT, se quest'ultimo valore e molto minore di 1 (e quindi 
se T <^ 1 sec, ad esempio, poiche I'unita di tempo scelta per p e i\ secondo) 



1 - e-P^ = pT - hpTf + hpTf ^pT, sepT<l. (4) 

2 6 

E evidente dalle equazioni ([1]) e (jl]) che maggiore e T, maggiore e la 
probabilita che la persona in esame ha di essere coinvolta in un incidente 
automobilistico. 

Quanto scritto sin qui difficilmente desta meraviglia e rientra perfetta- 
mente nella prassi della trattazione attuariale. Se noi sappiamo che A trascor- 
rera complessivamente in auto il tempo T, sappiamo gia che il suo rischio 
futuro e maggiore del rischio che correra B ad esempio, che in auto trascorrera 
invece un tempo T', minore di T. 

Ora, tutta questa analisi e stata sviluppata da una prospettiva che non e 
quella soggettiva, della persona che subisce il rischio, ma da una prospettiva 
"terza", diciamo. Dal punto di vista soggettivo le cose sembrano avere una 
"dinamica" differente. 

Nello schema delineato piii sopra, il tempo appena trascorso in auto non 
incide sul rischio presente e futuro di avere incidenti, cosi come I'uscita di 10 
croci consecutive nel gioco di testa-o-croce non incide sulla possibilita che esca 
o meno un'undicesima croce (e ancora I'indipendenza degli eventi classica 
che abbiamo sfruttato per derivare I'equazione ([T])). E quindi, ogni qual 
volta A ha trascorso un po del suo tempo in auto senza incidenti e si accinge 
a trascorrerne altro, la valutazione/percezione soggettiva del rischio riparte 
ogni volta dal presente; in quello stesso istante, ogni istante dopo I'altro, 
tutto riparte da "zero" ed il passato non influisce. 

A scanzo di equivoci, quando in questo articolo parliamo di "istante" non 
vogliamo riferirci ad un singolo, ideale "punto" temporale, I'equivalente del 
punto sulla retta dei numeri reali, ma intendiamo fare riferimento comunque 
ad un intervallo temporale. Nel caso dell'istante presente, ci riferiamo ad un 
intervallo temporale, arbitrariamente piccolo, che il singolo individuo per- 
cepisce (in maniera soggettiva e cosciente) come il proprio presente. Questo 
aspetto, importante e delicato, verra approfondito nel prossimo paragrafo. 

A questo punto, a giudizio dell'autore, alcuni interrogativi sembrano i- 
nevitabili. Perche in ogni suo istante presente A dovrebbe sentire che e 
complessivamente, cioe considerato tutto I'intervallo di tempo [0;T], piii a 
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rischio di chi trascorrera meno tempo in auto? Se la probabilita di A di 
subire un incidente in ogni secondo trascorso in auto e p ed essa non dipende 
istante per istante ne dal (peculiare) passato appena trascorso ne dal futuro 
che sta per venir^, perche il rischio complessivo di A si somma a 1 — e~^^? 
Questo ha tutto il sapore di un classico interrogativo Zenoniano applicato 
alia probabilita. 

Ricapitoliamo. In ogni unita di tempo la probabilita di incidente e p. La 
porzione di tempo gia trascorso in auto non influisce sul rischio di incidenti 
nel presente (come nel caso di uscita di teste o croci di una moneta), ma allora 
perche il rischio globale (legato a tutto T e stimato 'dal di fuori', all'inizio 
del periodo [0;T]) si somma a 1 — e"^^, creando in A, all'inizio di [0;T], la 
sgradevole sensazione di correre un rischio maggiore? 

La valutazione del rischio fatta piii sopra (eq. ([T])) sembra insomma avere 
un senso, una valenza logica solo se si considera I'esperienza di viaggio in 
auto di A dall'esterno e in senso complessivo. Ma se la si considera dal lato 
soggettivo, del singolo individuo e in ogni suo istante presente, essa sembra 
perdere ogni valenza e significato. 

3 Ulteriori considerazioni sulla percezione del- 
la probabilita di un evento 

Alio scopo di rendere meno nebulosi gli interrogativi posti alia fine del para- 
grafo precedente, soffermiamoci un attimo sul concetto e sulla definizione, 
per nulla banali, di istante di tempo. 

La percezione comune che ognuno di noi ha dello scorrere del tempo 
e che si tratti di un fluire senza soluzione di continuita, e che percio esso 
sia infinitamente divisibile, cosi come i matematici immaginano la retta dei 
numeri reali. Tale concezione appartiene all'essere umano in maniera quasi 
innata. Inoltre, ogni riflessione cosciente sull'argomento non fa altro che 
rendere quest a visione delle cose la piii ragionevole. 

Numerosi pensatori dell'antichita, tuttavia, e molti studiosi moderni (con 
rinnovato vigore a seguito dello sviluppo della meccanica quantistica) hanno 
avanzato la possibilita che il tempo non sia infinitamente divisibile e che il 
suo scorrere sia discretizzato. 

E onestamente difficile immaginare che esista un intervallo di tempo mi- 
nimo al di sotto del quale non sia fisicamente possibile definire lo scorrere 
del tempo. Tuttavia, se il tempo dovesse rivelarsi non una entita intrinseca 

^Per definizione p e un numero e una volta determinato, ad esempio come media sta- 
tistica, rimane costante. 
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ed indipendente, ma un'entita fisica relativa, cioe definibile solo in stretta 
relazione ai process! fisici che awengono nella realta (banalizzando, il tempo 
esite solo perche esistono sistemi fisici che ci permettono di definirlo e misu- 
rarlo, e oltre i limiti di questi strumenti, dettati dalla meccanica quantistica 
nel principio di indeterminazione di Heisenberg, non esiste tempo), allora la 
meccanica quantistica sembra suggerire che al di sotto di una scala temporale, 
il tempo di Planck tp ~ 10~^^sec, il tempo non e definibile e non ha senso 
parlare di cio che accade entro 10~^^ sec. 

In questo articolo manteniamo I'ipotesi che il tempo scorra in maniera 
continua e che sia infinitamente divisibile. Quanto diciamo, comunque, man- 
tiene una sua valenza anche se I'intervallo di tempo minimo definibile e tp. 

Supponiamo dunque che Vistante di tempo presente sia definibile come 
un intervallo di tempo infinitesimo, dt, percepito come appartenente al nos- 
tra presente (e la cui unita di misura sia sempre il secondo). Secondo la 
definizione matematica, un infinitesimo e un numero maggiore di zero in val- 
ore assoluto, tuttavia minore di ogni numero reale positivo. Un numero x ^ 
e un infinitesimo se e solo se ogni somma |x| + ... + |x| di un numero finito 
di termini risulta essere sempre minore di 1, a prescindere da quanto grande 
sia il numero finito di addendl^. 

Allora, tornando al nostro problema, la probabilita di subire un incidente 
che ognuno di noi percepisce in ogni istante presente e 



cioe e una quantita infinitesima (poiche p e una quantita finita). Quindi, 
in ogni istante presente e sostanzialmente zero poiche sempre minore di 
qualunque numero reale finito. Sembrerebbe, dunque, che non puo succederci 
niente. 

Inoltre Pp non dipende da 



cioe, per quanto e stato detto nel paragrafo precedente, non dipende dal pas- 
sato (dove Tp e il tempo presente, I'estremo superiore dell'intervallo [0;T-p]). 
Quindi Pp rimane sempre un infinitesimo, cioe sempre minore di qualunque 
numero reale finito. 

Dal punto di vista soggettivo dunque non solo la probabilita di subire un 
incidente automobilistico in ogni istante presente e sempre pdt e indipendente 

^Pu6 aiutare immaginare dt come espressione compatta di "intervallo temporale sempre 
minore di T/N , per qualsiasi N grande a piacere ma finito", dove T/N e Tintervallo 
temporale finito At introdotto nel paragrafo precedente. 



Pp = pdt 



(5) 




(6) 
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dal passato (cioe dalla ([H])), ma essa e anche sempre un infinitesimo e quindi 
assimilabile ad una quantita piccola a piacere. Un risultato questo che la 
mente sembra rifiutare, alia stregua degli argomenti di Zenone a cui si mostra 
del tutto affine (si veda, ad esempio, il Paradosso della Dicotomia P). 

A proposito dell'indipendenza di Pp dagli eventi passati, vogliamo svilup- 
pare alcune ulteriori riflessioni ed esempi legati alia vita concreta che speria- 
mo aiutino a comprendere meglio il punto del nostro discorso. 

Consideriamo il caso della riscossione di denaro per una giornata di lavoro: 
se io ricevo s euro all'ora per il lavoro che svolgo, la somma di denaro ricevuta 
in un giorno di lavoro (8 ore) non sara owiamente di s euro, ma di 8 x s euro. 
II denaro e qualcosa di materiale che si cumula e la sua quantita dipende 
owiamente dal passato trascorso e dal tempo futuro per il quale ci si aspetta 
di riceverne. Di contro, la probabilita pdt, come e stato mostrato piii sopra, 
non dipende ne dal passato ne dal futuro, ed e sempre la stessa in ogni 
istante presente. Fra m ore, io avro una quantita di denaro pari a ~ m x 
s euro, mentre nelle prossime m ore di guida avro una probabilita di avere un 
incidente automobilistico, in ogni 'istante presente' di queste m ore, sempre 
pari a pdt, anche se la probabilita di avere un incidente nelle complessive 
prossime m ore, qualora sia calcolata adesso e in vista del futuro, e 1 — 
g-mx3600secxp^ approssimabile a ~ m x 3600 sec x p, poiche solitamente m x 
3600 sec X p < 1. 

Un esempio per il quale la proprieta cumulativa della probabilita di un 
evento per unita di tempo ha un senso evidente e quello del rischio di svilup- 
pare una malattia legata all'esposizione ad agenti pericolosi. In questo caso 
il tempo durante il quale siamo esposti all'azione di una sostanza chimica 
pericolosa o di una radiazione elettromagnetica e importante ed aumenta il 
rischio di sviluppare una malattia legata all'agente. In questo caso e plau- 
sibile cioe che il tempo di esposizione all'agente influisca cumulativamente 
sul rischio complessivo poiche e plausibile che sia gli agenti chimici che le 
radiazioni elettromagnetiche abbiano degli effetti che si cumulano a livello 
cellulare e dell'esposizione passata rimane probabilmente traccia nel tessuto 
biologico (indebolimento, mutazione genetica). 

Nel caso della probabilita di incidente, o di qualunque altra condizione in 
cui la probabilita di un evento presente non dipende dal risultato di un evento 
passato, questo non succede. Tuttavia nel considerare il rischio globale non si 
fa altro che sommare le probabilita come se, per un tempo maggiore, il rischio 
si cumulasse. Cioe ancora, il rischio complessivo per le prossime m ore calco- 
lato adesso e ~ m x 3600 sec x p, ma il rischio vissuto in ogni istante presente 
di guida (istante infinitesimo dt) in quelle ore e sempre pdt e nell'esempio 
estremo fatto piii sopra (seguendo lo stile degli argomenti di Zenone) essa 
e infinitesima, cioe praticamente nulla poiche sempre minore di qualunque 
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numero reale finito. 



4 Considerazioni conclusive 

Come succede nel caso dei paradossi di Zenone, rargomento presentato in 
questo articolo non prctcndc di dare una lettura piii verosimile della realta, 
in particolar modo della trattazione di eventi che hanno una probabilita non 
nulla di verificarsi per unita di tempo. II suo obiettivo e piuttosto quello di 
mostrare una incongruenza tra il reale e la sua trattazione matematica, la 
sua trattazione 'pensata', in particolar modo la trattazione di tutto cio che 
riguarda la probabilita di un evento per unita di tempo e il concetto stesso 
dello scorrere del tempo. 

Con Zenone potremmo dire che come una freccia scagliata verso un ber- 
saglio non potra mai arrivare, ne partire e addirittura muoversi, cosi ogni 
evento avente una probabilita per unita di tempo non nulla di verificarsi 
non potra mai accadere per noi. Nella realta le frecce vengono scagliate e 
raggiungono rapidamente il loro bersaglio ed awenimenti fausti ed infausti 
hanno luogo attorno e su di noi. 
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